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Розглянуто течію рідини в трубопро-
воді, коли на кінцях труби задані тиски, які 
довільно змінюються в часі. Необхідність 
дослідження обумовлена недостатні-
стю існуючих теоретичних методів роз-
рахунку нестаціонарних потоків рідини. 
Досліджено вплив стисливості рідини на 
середню швидкість за неусталеної течії. 
Запропоновано математичну модель для 
розрахунку параметрів напірного потоку 
рідини в трубопроводах систем пожежо-
гасіння
Ключові слова: неусталений рух, 
нестаціонарний потік, стисливість ріди-
ни, швидкість течії
Рассмотрено течение жидкости в тру-
бопроводе, когда на концах трубы зада-
ны давления, которые изменяются про-
извольно во времени. Необходимость 
исследования обусловлена недостаточ-
ностью существующих теоретических 
методов расчета нестационарных пото-
ков жидкости. Исследовано влияние сжи-
маемости жидкости на среднюю ско-
рость при неустановившемся течении. 
Предложена математическая модель для 
расчета параметров напорного потока 
жидкости в трубопроводах систем пожа-
ротушения
Ключевые слова: неустановившееся 
движение, нестационарный поток, сжи-




Наявність в трубопровідних системах розгінних і 
сповільнених течій викликає зміну гідродинамічних 
параметрів цих потоків, що призводить до підвищення 
затрат енергії, яка необхідна для транспортування 
рідини в трубопроводах, що має важливе значення 
для уточнення розрахунку швидкості і об’ємів подачі 
рідини в системах пожежогасіння. 
Створення надійних методів розрахунку склад-
них трубопроводів можливе лише за використання 
математичних моделей нестаціонарних процесів, 
 О. М. Яхно, С. В. Стась, Р. М. Гнатiв, 2015
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які мають місце в таких системах. Математичне 
описання неусталеного руху в розглянутих гідрав-
лічних системах можна отримати, використовуючи 
загальні рівняння руху рідини. При цьому, в залеж-
ності від конкретної гідравлічної системи, кінцеві 
математичні залежності можуть суттєво відрізня-
тися.
2. Аналіз літературних даних і постановка проблеми
Задача про неусталену течію нестисливої рідини 
в круглих трубах призводить до інтегрування рів-
нянь теплопровідності [1]. Це легко здійснюється 
класичними методами математичної фізики [2]. 
Розв’язок цієї ж задачі для стисливої рідини навіть 
на базі спрощеної математичної моделі створює 
серйозні математичні труднощі [3]. Тому постає 
питання про те, при яких умовах можна розглядати 
розв’язок нестаціонарної задачі для нестисливої 
рідини як наближений розв’язок для стисливої рі-
дини.
Розв’язок задач про неусталений рух рідини в 
циліндричній трубі спочатку проводився з вико-
ристанням моделі нестисливої рідини [4]. Ширшого 
застосування знайшла модель із врахуванням дис-
ипативних процесів, згідно якої механічна енергія 
рідини знижується по течії за рахунок роботи сил 
тертя.
При чисельному моделюванні турбулентних течій, 
Воропаєв [5] для замикання системи рівнянь Рей-
нольдса, застосовуючи гіпотезу локальної ізотропії 
дисипативних масштабів, використав рівняння пе-
реносу швидкості дисипації турбулентної енергії, що 
було отримано з рівняння Нав’є-Стокса.
Питання про втрати напору на тертя за неусталено-
го руху рідини в трубах розглянуто в праці Пезінга [6], 
а розподіл швидкостей при турбулентній течії рідини 
в круглій трубі досліджено у роботі Маграквелідзе 
[7]. Досягнення в галузі дослідження турбулентності 
відображено в оглядовій статті [8].
На основі аналізу наявних літературних даних із 
розв’язку задач за неусталеного руху реальної рідини в 
трубах зроблено висновок про недостатність існуючих 
загальноприйнятих теоретичних моделей і методів 
розрахунку нестаціонарних потоків рідини.
3. Ціль та задачі дослідження
Метою роботи є дослідження впливу стисливості 
рідини на середню швидкість неусталеної течії для 
вдосконалення методики розрахунку параметрів не-
усталених потоків рідин в круглих трубопроводах. 
Для досягнення поставленої мети було сформульо-
вано такі основні задачі:
– розробка адекватної з реальними умовами ма-
тематичної моделі, що описує фізичні явища неуста-
леного руху стисливої рідини з врахуванням дійсних 
початкових і граничних умов; 
– одержання законів розподілу тиску і швидкостей 
при неусталених ламінарній і турбулентній течіях, 
які враховують особливості структури розглянутих 
потоків. 
4. Результати дослідження впливу стисливості рідини 
на середню швидкість неусталеного потоку
В роботі досліджено вплив стисливості рідини на 
середню швидкість неусталеної течії. Розглянута нес-
таціонарна задача течії рідини в трубі, коли на кінцях 
труби задані тиски, які змінюються довільно в часі. 
Виходячи з диференціальних рівнянь для стисливої рі-
дини і застосовуючи операційний метод для цієї задачі 
визначають трансформанту середньої швидкості пото-
ку. Оскільки отримання її безпосередньо не можливе, 
то досліджують асимптотичну поведінку оригіналу 
при → ∞t . У відповідному асимптотичному розкладі 
трансформанти перший член є розв’язком задачі за 
нестисливої рідини, а наступними членами надаються 
поправки, які викликані стисливістю рідини [9].
Нестаціонарну задачу осесиметричного руху стис-
ливої рідини в круглих трубах описуємо за допомогою 
спрощених диференціальних рівнянь [10], які в безроз-
мірних змінних можна представити у вигляді:
2
2




ξ ξ ξ ∂ ∂ ∂ ∂− χ + + = 
∂τ ∂η η ∂η ∂ξ 

∂ = ∂η 
  
(1)




+ + + =
∂ξ ∂η η ∂τ
n
u u 1 q
u 0.   (2)
Цим рівнянням надаємо наступні початкові і гра-
ничні умови
ξ =u 0,  =q 0  при τ = 0,  (3)
                     приq q *              0, 
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при
ξ =u 0,  η =u 0  при η = 1.  (5)








u , u , q ;
U RU c U
P* P** L
q* , q ** ,  .
c U c U R c
ξ η

ξ = η = τ = 


= = = ρ 
µ
= = χ = 
ρ ρ ρ 
  (6)
де zV , rV  – складові вектора швидкості в напрямку осі 
координат z, r; Р – тиск; ρ – густина рідини; µ  – коефі-
цієнт в’язкості; с – швидкість звуку в рідині; t – час; 
R і L – радіус і довжина труби.











можна виразити через безрозмірні величини у вигляді:
=zV UW,   (8)
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W 2 U d .   (9)
Якщо рівняння (2) помножити на η  і провести 






0.   (10)
Розглянута задача за нестисливої рідини зводить-
ся до розв’язку першого рівняння, з (1) при заданій 
функції
= − ξ + ξq q *(1 ) q ** .      (11)
Розв’язуємо систему рівнянь (1), (10) за початкових 
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то трансформанти рівнянь (1), (10) за початкових умо-
вах (3) виглядають наступним чином:
ξ ξ∂ ∂ ∂+ − + =
∂η η ∂η χ ∂ξ
2
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З рівняння (13), враховуючи (14) отримуємо:
∂ Φ ∂Φ
+ − Φ =





Загальний розв’язок цього рівняння, яке обмежу-
ється η = 0, має вигляд:
Φ = ξ η
χ0
s
C( ,s)I ( ),      (18)
де l0 – функція Бесселя нульового порядку від уявного 
аргументу; ξC( ,s)  – довільна функція.
Із співвідношення (16) і (18) отримуємо:
ξ
∂
= ξ η −
χ ∂ξ0
s 1 q
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Рівняння (10), (22) утворюють систему для визна-
чення функції Wі q . Виключивши з цієї системи функ-
цію W , отримуємо
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Розв’язок рівняння (23) за граничних умов (4) має 
вигляд:
ξ= γ − ξ + γγ
1
q [q *sh (s)(1 ) q **sh (s) ].
sh (s)
 (25)
Відповідно за співвідношеннями (22), (24) отримаємо
ξ= γ − ξ + γγ γ
S
W [q *ch (s)(1 ) q **ch (s) ].
(s)sh (s)
 (26)
Розглянемо випадок, коли γ →(s) 0. Із співвідно-
шень (24), бачимо, що в цьому випадку або →s 0, або 
→ ks s , де
= −χλ2k kS   (27)
і λk  – розв’язки рівняння λ =0J ( ) 0, тобто нульові значен-
ня функції Бесселя першого роду нульового порядку. Так 
як асимптотика →s 0 відповідає асимптотиці → ∞t , то 
розглянута асимптотика γ →(s) 0 містить випадок → ∞t .
Розкладаючи функції (25), (26) у ряд за γ(s), маємо
( ) { }
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(29)
Звідси в першому наближенні ми отримуємо
= − ξ + ξ

= − γ 
1
1 2
q q *(1 ) q ** ,
s
W (q * q **).
(s)
  (30)
Цей розв’язок збігається з розв’язком цієї задачі у 
випадку нестисливої рідини. Наступні члени в роз-
кладах (28) і (29) враховують стисливість рідини і від-
повідно визначають поправки обумовлені стисливістю 
рідини.
Як приклад застосування наближеного розв’язку 
(28), (29) знайдемо оригінали функцій q  і W  в окре-
мому випадку, коли тиск на кінцях труби q*, q** зада-
ються таким чином
1
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Тут η τ − τ( ')  – одинична функція Хевісайда.
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(36)
Тут λk – розв’язки рівняння λ =0J ( ) 0  і µk – розв’яз-
ки рівняння µ =2J ( ) 0 . Виділені складові у виразах 
(35), (36) дають розв’язок задачі для випадку нестис-
ливої рідини. Інші складові є поправками, що зумов-
лені стисливістю рідини.
5. Висновки
Розроблено математичну модель, що описує фі-
зичні явища неусталеного руху стисливої рідини з 
врахуванням дійсних початкових і граничних умов. 
Одержано закони розподілу тиску і швидкостей при 
неусталених ламінарній і турбулентній течіях, які 
враховують особливості структури розглянутих по-
токів.
Досліджено вплив стисливості рідини на середню 
швидкість неусталеного потоку. Наведені перші чле-
ни асимптотичного розкладу оригіналу для одного 
конкретного випадку, на кусково-лінійної зміни тис-
ку в часі. На основі цього розв’язку проаналізовано 
вплив стисливості рідини на середню швидкість течії 
при → ∞t , що дозволяє уточнити гідродинамічні пара-
метри систем пожежогасіння. У свою чергу зазначені 
уточнення сприятимуть оптимізації розрахунку при 
проектуванні автоматичних систем пожежогасіння та 
підвищенню експлуатаційної ефективності останніх.
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1. Вступ
В наш час в системах керування літальними апа-
ратами широке розповсюдження отримали безплат-
формні інерціальні навігаційні системи (БІНС). Це 
пов’язано з перевагами безплатформних систем над 
платформними – можливістю масового виробництва, 
нижчою собівартістю виробництва, вищою надійні-
стю, меншим енергоспоживанням. В сучасних БІНС 
одним з основних функціональних елементів є інерці-
альний вимірювальний блок. В ньому як датчики пер-
винної інформації використовують лазерні гіроскопи 
(ЛГ), що найкраще задовольняють вимоги до динаміч-
ного діапазону, стабільності масштабного коефіцієнта 
та надійності. Але ЛГ має суттєвий недолік – нелі-
нійність функції масштабного коефіцієнта, що зумов-
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